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SAZETAK

U ovom zavr$nom radu naslovljenom Cetverodimenzionalna kugla opisat éu kako se ponasa
cetverodimenzionalna kugla u prostoru s ¢etiri dimenzije. Poznato je da tocka nema nijednu od
Cetiri dimenzije, pravac ima samo duljinu, ravnina ima duljinu i Sirinu, a cetverodimenzionalni
prostor sadrzava cetiri dimenzije. Za prikazivanje dimenzija u ovom slucaju koristimo
etverodimenzionalni koordinatni sustav. Cetverodimenzionalni koordinatni sustav sastoji se od
cetiri medusobno okomite osi koje se sijeku u ishodistu. Osim osi koje oznacavaju prostorne
dimenzije X, y iz 0s, dodajemo i ¢etvrtu os. U ovom istrazivanju fokusiramo se na razvoj aplikacije
koja omogucuje korisniku unos podataka i izra¢unavanje volumena, povrsine te provjeru nalazi li
se odredena toCka na Ccetverodimenzionalnoj kugli. Ova aplikacija je implementirana u
programskom jeziku Python uz koriStenje odgovaraju¢ih matematickih formula i algoritama.
Kroz ovu aplikaciju korisnik moze unijeti parametre cetverodimenzionalne kugle, kao $to su
koordinate sredista kugle i radijus, te dobiva izracunate vrijednosti volumena i povrsine kugle.
Ovi izrauni temelje se na matematickim formulama prilagodenim cetverodimenzionalnom
prostoru. Takoder, aplikacija omogucuje korisniku da unese odredenu toc¢ku i provjeri nalazi li se
ta tocka na povrsini ili unutar cetverodimenzionalne kugle. Ovu provjeru provodimo pomocu
odgovarajuce jednadzbe. Implementacija ove aplikacije koristi matematicke koncepte i algoritme
kako bi omogucila korisniku da interaktivno istraZzuje i razumije cetverodimenzionalne kugle.
Kroz takvu aplikaciju se olakSava vizualizacija 1 manipulacija cetverodimenzionalnim
geometrijskim oblicima, doprinosec¢i boljem razumijevanju cetverodimenzionalnog prostora i
njegovih svojstava. U ovom istrazivanju émo zapoceti s prouc¢avanjem obi¢ne kruznice, kruga i
njihovih matematickih formula koje ih opisuju. Opisat ¢emo jo$ i $to je opseg, polumjer, promjer,
oplosje i ostale stvari koje su povezane s krugom i kruznicom. Istaknut ¢emo karakteristike kruga
poput povrSine kako bismo dobili temelje za razumijevanje sloZenijih oblika. Nakon toga, proSirit
¢emo nase znanje na trodimenzionalnu kuglu i sferu, istrazujuéi njihovu konstrukciju, parametre
i svojstva. Fokusirat ¢emo se na formulaciju kugle koriste¢i polumjer i srediste kako bismo
definirali njezin oblik. Nakon usvajanja koncepta trodimenzionalne kugle, prelazimo na
fascinantnu cetverodimenzionalnu kuglu i ¢etverodimenzionalnu sferu. Prouc¢avamo formule za
volumen i povrsinu cetverodimenzionalne kugle i jednadzbu uz pomo¢ koje mozemo utvrditi da
li je jedna odredena tocka dio te kugle.

Kljucne rijeci: Cetverodimenzionalna kugla, volumen, dimenzije, cetverodimenzionalni prostor,
oplosje
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Lenon Brusar Cetverodimenzionalna kugla

1. UvOD

Cetverodimenzionalna kugla je poseban oblik koji postoji u ¢etverodimenzionalnom prostoru.
Dok smo navikli na kugle u trodimenzionalnom svijetu, Cetverodimenzionalna kugla je
imaginarna konstrukcija koja prosiruje nasu intuiciju o geometriji.

Kao i obi¢na kugla, ¢etverodimenzionalna kugla ima srediste i radijus. Medutim, umjesto da se
prostire u tri dimenzije kao obi¢na kugla, cetverodimenzionalna kugla postoji u Cetiri dimenzije.
To znaci da osim tri prostorne dimenzije, ima i dodatnu, ¢etvrtu dimenziju koja se matematicki
opisuje.

Cetverodimenzionalna kugla je apstraktni koncept koji se koristi u matemati¢kim istraZivanjima
i teorijama kako bi se bolje razumjele cetverodimenzionalne geometrije. lako je teSko vizualizirati
takvu kuglu u naSem trodimenzionalnom svijetu, njezina analiza pomaze u razumijevanju
sloZenijih koncepta i modeliranju prostora u visim dimenzijama.

Slika 1. Cetverodimenzionalna kugla
Izvor: https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere (pristupljeno 02.07.2023.)
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2. KOORDINATNI SUSTAV

Koordinatni sustavi omogucéuju opisivanje to¢aka na pravcu, plohi, u ravnini ili u prostoru pomocu
brojeva, koje nazivamo koordinatama. Ovaj sustav koordinata je nazvan po Renéu Descartesu,
koji ga je otkrio u prvoj polovici 17. stoljeca, te se stoga naziva Kartezijev koordinatni sustav.
Otkrice ovog sustava omoguéilo je sustavno proucCavanje mnogih geometrijskih oblika
analitickom geometrijom, analizom i algebrom.

Postoji nekoliko vrsta koordinatnih sustava, uklju¢ujuéi sustav na pravcu, u ravnini, u prostoru,
kosokutni i polarni. Kartezijev koordinatni sustav omogucio je jednostavno prikazivanje
geometrijskih objekata pomocu brojeva i algebarskih izraza, ¢cime se omogucio razvoj analiticke
geometrije. AnalitiCka geometrija omogucuje da se geometrijski objekti opiSu matematickim
izrazima, a matematicke operacije se mogu primijeniti na njih. To znaci da se geometrijski objekti
mogu proucavati i analizirati na znatno precizniji nacin nego $to je to bilo moguce prije otkric¢a
koordinatnog sustava.

h!ho

Lem

=1 T

=M

wepd

i =
e

Slika 2. Koordinatni sustav na pravcu
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-
guest/a78d0498-ffcf-4a2d-a9fb-
6c5d40275fc2/html/1203 Koordinatni_sustav_na_pravcu.html (pristupljeno 4.5.2023.)

os y A

T(z,y)

01 x 5

Slika 3. Koordinatni sustav u ravnini
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/20dellbe-
7247-43b7-b6a7-
39a0eaecedaa/html/262 pravokutni_koordinatni_sustav_u_ravnini.html
(pristupljeno 4.5.2023.)
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Slika 4. Kartezijev koordinatni sustav u ravnini.
Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Kartezijev_koordinatni_sustav (pristupljeno 4.5.2023.)

Y z

Slika 5. Primjer kosokutnog koordinatnog sustava.
Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Koordinatni_sustav (pristupljeno 4.5.2023.)
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(3, 60°)

(4, 210°)

Slika 6. Polarni koordinatni sustav.
Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Koordinatni_sustav (pristupljeno 4.5.2023.)

2.1. Koordinatni sustav u prostoru

Koordinatni sustav u prostoru predstavlja trodimenzionalni sustav koji sluzi za opisivanje
poloZaja tocke u prostoru uz pomo¢ tri koordinate: x, y 1 z. Sustav se sastoji od tri okomitih
koordinatnih osi koje se medusobno sijeku u jednoj zajednickoj tocki, koju zovemo ishodiste.

U prostoru postoji osam oktanata, koji su sli¢ni kvadrantima u koordinatnom sustavu ravnine.
Prvi kvadrant je smjesten iznad ravnine koju ¢ine koordinatne osi x i Yy, drugi kvadrant se
nalazi iznad ravnine koju ¢ine koordinatna os x 1 negativna koordinatna os y, tre¢i kvadrant je
iznad ravnine koju ¢ine negativne koordinatne osi x 1y, dok se Cetvrti kvadrant nalazi iznad
ravnine koju ¢ine negativna koordinatna os x i pozitivna koordinatna os y.

11
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Prostor se takoder dijeli na donji dio, koji je ispod ravnine x-y, te gornji dio, koji se nalazi
iznad ravnine x-y. Toc¢ka u prostoru opisuje se pomocu tri koordinate (x, y, z), gdje je x
koordinata tocke na koordinatnoj osi x, y koordinata to¢ke na koordinatnoj osi y, a z
koordinata tocke na koordinatnoj osi z.

+Z

+¥

+X

~Z

Slika 7. Kartezijev pravokutni 3D koordinatni sustav
Izvor: https://cnc.com.hr/koordinatni-sustav/ (pristupljeno 11.5.2023)
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[

Slika 8. Koordinatizacija prostora
Izvor: http://www.mathematics.digital/matematikal/predavanja/node55.html

(pristupljeno 11.5.2023.)

Oktanti su osam dijelova u koordinatnom sustavu u prostoru koji nastaju presijecanjem tri
okomite koordinatne osi. Prvo se prostor dijeli na gornji i donji dio pomoc¢u ravnine koju tvore
koordinatne osi X i y, a zatim se taj gornji i donji dio dalje dijele na ¢etiri dijela s obzirom na
koordinatnu os z. Svaki od tih osam dijelova naziva se oktantom. Na slici 12 mozemo vidjeti
jedan od oktanata.

2.2. Cetverodimenzionalni koordinatni sustav

Cetverodimenzionalni koordinatni sustav je nesto §to matematidari koriste kako bi opisali
polozaj u cetverodimenzionalnom prostoru. Sustav se sastoji od Cetiri medusobno okomite
koordinatne osi koje se sijeku u zajedni¢koj tocki, koju nazivamo ishodistem. Prve tri
koordinatne osi su zapravo slicne onima u trodimenzionalnom prostoru, a zovemo ih X, y i z i
u nekim slucajevima ozna¢avamo ih s x;,x,, x3. Ovdje je prisutna i ¢etvrta koordinatna os
koja je okomita na prve tri, a nazivamo ju w os ili os hipervolumena. Cetverodimenzionalni
prostor se sastoji od hiperravnina, a ne ravnih ploha kao u trodimenzionalnom prostoru.

13
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Cetverodimenzionalna kugla

Kada opisujemo polozaj tocke u Cetverodimenzionalnom prostoru, koristimo Cetiri koordinate

(x1, X2, X3, X4).

Koncept Cetverodimenzionalnog koordinatnog sustava koristi se u raznim podrucjima poput
teorijske fizike, racunalne grafike, racunalne znanosti i drugima.

N < X

[ ] o—=0
N\ |
c
0 1 2 3 4 #Dim

Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Dimenzija (pristupljeno 11.5.2023.)

Slika 9. Dimenzije

Na slici 9 mozemo vidjeti Cetiri razli¢ite dimenzije. Prvo vidimo to¢ku koja nema dimenzija,
nakon toga vidimo ravninu koja ima jednu dimenziju. Slijedeca je kocka s dvije dimenzije i
nju mozemo usporediti s koordinatnim sustavom u ravnini. S tri dimenzije vidimo kocku i nju
mozemo usporediti s jednim oktantom u trodimenzionalnom koordinatnom sustavu i na kraju

vidimo prikaz kako bi mogle izgledati ¢etiri dimenzije.

Medimursko Veleudiliste u Cakoveu
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3. UDALIENOST TOCAKA

U dvodimenzionalnom prostoru, udaljenost izmedu dvije tocke moze se izracunati pomocu
Pitagorinog poucka ili formule srednje vrijednosti, ovisno o poznatim koordinatama tocaka.

Udaljenost tocaka A(x4,y4) | B(xg, V5)

d =/ (x5 — %4)% + (V5 — ¥a)? (1)

U trodimenzionalnom prostoru, udaljenost izmedu dvije toCke A(Xxy4, X24,X34) |
B(x1p, X2 , X35 ) izraCunava se pomocu Pitagorinog poucka u tri dimenzije.

d = \/(xw —X14)% + (X2p — X24)% + (X35 — X34)? (2)
H G H G H G
] — ] —
E Tr E | F E | F
P} P¢'\ P
i 1 "
I | \ I
it LIS R e
A B A B A R'=B

Slika 10. Primjer udaljenosti tocaka u prostoru
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-
quest/d2d61772-7e7a-4f5b-98f9-6bbb5d5d13ca/html/10659 Udaljenost tocke od_ravnine.html
(pristupljeno 11.5.2023.)
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U cetverodimenzionalnom prostoru, udaljenost izmedu dvije tocke moze se izraCunati pomocu
Minkowskogovog prostora i intervala izmedu tih to¢aka. Minkowskogov prostor koristi se u
teoriji relativnosti za opisivanje udaljenosti i relativne pozicije objekata. Interval izmedu dvije
tocke izrazava se formulom koja ukljucuje prostorne razlike izmedu tocaka.

d = \/(xlB —Xx14)% + (X2p — X24)% + (X35 — X34)? + (X4p — X44)? (3)

U ovoj formuli, dvije to¢ke se odreduju njihovim koordinatama u cetverodimenzionalnom
prostoru, koje su oznacene kako slijedi:

Tocka A(X14, %24, X34, X44)

Tocka B(x1p,X2p , X35 , X4)

U svim tim prostorima, udaljenost to¢aka moze se Koristiti u razli¢itim disciplinama kao §to su
geometrija, gradevinarstvo, fizika i1 druga znanstvena podrucja.
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4. KRUZNICA | KRUG
4.1. Kruznica

U matematici, kruznica je jedan od najosnovnijih geometrijskih oblika i ona zauzima posebno
mjesto zbog svoje jednostavnosti, simetrije 1 bogatstva matematickih formula. U daljnjem tekstu
istrazit ¢emo neke kljucne formule i primjene koje proizlaze iz matematicke ljepote kruznice.

Definicija 1: Kruznica je skup svih to¢aka u ravnini koje su jednako udaljene od jedne sredi$nje
tocke koju nazivamo srediste.

Slika 11. Kruznica
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-quest/a6f87512-
0687-4911-b48a-367e2bfb4ch8/html/10746 Osnovno o kruznici i krugu.html

(pristupljeno 02.07.2023.)

KruZnica ima mnoge primjene u matematici i stvarnom svijetu. Na primjer, u geometriji se koristi
za konstrukciju i analizu drugih oblika poput valjaka, stozaca i sfere. Takoder se koristi u
trigonometriji 1 analitickoj geometriji za proucavanje raznih funkcija 1 zakona. U fizici, kruzni
pokret je vazan za proucavanje rotacijskih kretanja tijela, a u inZenjeringu se primjenjuje u
konstrukciji kotaca, lezajeva 1 rotacijskih strojeva.
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4.2. Krug
Krug je jedan od osnovnih geometrijskih likova koji se koristi u mnogim matematickim i fizickim
disciplinama. Krug se nalazi u dvije dimenzije.

Definicija 2: Krug je skup svih to¢aka u ravnini koje su manje ili jednako udaljene od jedne
srediSnje tocke koju nazivamo srediste.

Slika 12. Krug
Izvor: https://globalsymbols.com/symbolsets/crna-gora/symbols/25399?locale=en

(pristupljeno 6.6.2023)

Krug je vrlo vazan geometrijski lik u matematici i ima mnoge primjene. Evo nekoliko primjera:

o Geometrija: Krug je osnova za proucavanje mnogih drugih geometrijskih likova i odnosa.
Na primjer, mnogi teoremi i postupci u geometriji koriste se za rjeSavanje problema koji
ukljucuju krugove.

o Fizika: Krugovi se Cesto koriste u fizici za opisivanje kretanja, poput rotacije tijela ili
orbitalnih putanja planeta i satelita. Krugovi se takoder koriste za izraCunavanje povrSina
i volumena cilindara i kugli.

18
Medimursko Veleudiliste u Cakoveu


https://globalsymbols.com/symbolsets/crna-gora/symbols/25399?locale=en

Lenon Brusar Cetverodimenzionalna kugla

o Tehnologija: Krugovi se koriste u razli¢itim tehnickim disciplinama, poput gradevinske
tehnologije, strojarske tehnologije i elektronic¢ke tehnologije. Na primjer, u gradevinskoj
tehnologiji se koriste krugovi za izraCunavanje radijusa zakrivljenosti cesta i projektiranje
rotora za strojeve.

o Astronomija: Krugovi su kljucni za proucavanje nebeskih tijela i njihovih kretanja. Na
primjer, putanje planeta u nasem solarnom sustavu su gotovo kruzne.

Ovo su samo neki od aspekata i primjena kruga. Krug je temeljni koncept u matematici i ima Sirok
raspon primjena u raznim podrucjima znanja.

4.3. Formule za krug i kruznicu

Definicija 3: Radijus ili polumjer (r) kruga je duzina koja spaja sredista kruga i bilo koje tocke
na kruznici.

Svi radijusi u krugu su jednake duljine.

Definicija 4 : Promjer ili dijametar (d) je duzina koja prolazi kroz srediSte kruznice i ¢iji krajevi
se nalaze na kruZnici.

Duljina promjera kruga je udvostrucena duljina polumjera.

d=2r 4)

Opseg kruga ili duljina kruznice:
Definicija 5 : Opseg kruga je duljina kruznice.
Opseg kruga obuhvaca ukupnu duljinu kruznice. Izracunava se po formuli:

0 = 2rm ®)

gdje je O opseg kruznice, a r je njezin polumjer
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Povrsina :
Definicija 6 : Povrsina kruga je povrsina koju krug zauzima u ravnini.

Izracunavanje oplosja kruga je vazan koncept u matematici 1 koristi se u mnogim podrucjima,
poput geometrije, fizike, inZenjerstva i mnogih drugih.

Formula za izraCunavanje oplosja kruga je:

P =1r%n (6)

Gdje je P oznaka za oplosje ili povrSinu kruga, r je polumjer kruga, a © (pi) je matematicka
konstanta koja je priblizno jednaka 3.14159.

Pomoc¢u formule za oplosje kruga mozemo izracunati koliko kvadratnih jedinica povrSine
zauzima odredeni krug u ravni. Na primjer, ako znamo da je polumjer kruga 5 cm, mozemo
izraCunati njegovo oplo§je na slijedec¢i nacin

Primjer 1: Izracunaj povrsinu kruga s polumjerom 5 cm.

P = n(5%) = 78.54 cm?

Dobiveni rezultat izraZen je u kvadratnim centimetrima.

Vazno je napomenuti da se « koristi kao priblizna vrijednost jer je rije¢ o iracionalnom broju koji
nema konacan decimalni zapis. Za mnoge prakti¢ne primjene, obi¢no se koristi pribliZzna
vrijednost w = 3.14159 ili se koristi dostupna vrijednost s veCom preciznoS¢u prema potrebi.

Oplo§je kruga je osnovni koncept u geometriji 1 ima brojne primjene, poput izraCunavanja
povrSina krugova u planiranju vrtova, izraCunavanja povrSina kotata u inZenjerstvu,
izraCunavanja povrsina cilindara i mnogih drugih geometrijskih problema.

Duljina kruznog luka:
Duljina luka je udaljenost izmedu dvije to¢ke na kruznici i izracunava se pomoc¢u formule:

L =10 (7)
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gdje je L duljina kruznog luka, r je polumjer kruznice, a 0 je sredi$nji kut u radijanima koji
odgovara tom luku.

4.4. Krugikruznica u koordinatnom sustavu

Kruznica ima iste matematicke karakteristike kao i krug, ali ne posjeduje unutrasnje podrucje kao
krug. SrediSte kruznice se oznacava koordinatama (s;,S;), a radijus kruznice, oznacen s r,
odreduje udaljenost izmedu srediSta kruznice i1 svih tofaka na kruznici. Kruznica se moze
matematicki opisati istom jednadzbom kao 1 krug.

Jednadzba kruznice u koordinatnom sustavu u ravnini sa srediStem u ishodistu je

xi+x3=r? 8

Jednadzba kruznice u koordinatnom sustavu u ravnini je

(1 —51)% + (xz — 55)* =12 )

Gdje je S(s;, s3) srediste kruznice, a r polumjer kruznice.

Jednadzba kruga u koordinatnom sustavu u ravnini sa srediStem u ishodistu je

x? +x3 <1? (10)

JednadZba kruga u koordinatnom sustavu u ravnini je

(x1 = 51)% + (X — 52)* <12 (11)

Gdje je S(s3, s3) srediste kruznice, a r polumjer kruznice.

21
Medimursko Veleudiliste u Cakoveu



Lenon Brusar Cetverodimenzionalna kugla

Primjer 2 : Provjeri je li tocka (3, 4) unutar ili na rubu kruznice s centrom (0, 0) i polumjerom 5.

(3—0)% + (4 — 0)2< 52

9+ 16 < 25

25 < 25

Mozemo zakljuciti da se tocka nalazi na kruznici.
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5. KUGLA | SFERA

5.1. Kugla

Definicija 7 : Kugla je skup svih to¢aka u prostoru koje su manje ili jednako udaljene od jedne
srediS$nje tocke koju nazivamo srediste.

Kugla je izuzetno zanimljiva geometrijsko tijelo koje nas okruzuje u mnogim aspektima naseg
svakodnevnog zivota. Ona se, za razliku od kruga, nalazi u tri dimenzije. Njezina savrSeno
simetricna forma privla¢i naSu paznju 1 potiCe na razmiSljanje o njezinim svojstvima i
primjenama. Kroz povijest, kugla je bila predmet prouc¢avanja i divljenja od strane matematicara,
znanstvenika i umjetnika.

Kugla se cesto opisuje kao savrSeno simetricno tijelo. Njezina jednostavna, ali elegantna
geometrija omogucéuje nam razumijevanje i primjenu u razli¢itim podruc¢jima poput arhitekture,
inzenjerstva, fizike i mnogih drugih.

Osim svoje estetske privlacnosti, kugla ima i prakti¢ne primjene. Primjerice, u fizici, kugla se
koristi kao idealizirani model za opisivanje i analizu raznih fizickih fenomena. U inzenjeringu,
kugle se koriste kao leZajevi, valjci, kuglasti ventili 1 drugi dijelovi strojeva.

Kugla takoder igra vaznu ulogu u umjetnosti. Umjetnici Cesto koriste kuglu kao inspiraciju za
svoje stvaralastvo, bilo da je rije¢ o skulpturama, slikama ili dizajnu.

Ukratko, kugla je jedno od najosnovnijih i najuniverzalnijih geometrijskih tijela. Njezina
simetrija, jednostavnost i1 prakti¢nost ¢ine je zanimljivom za proucavanje i primjenu u raznim
podrucjima.
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Slika 13. Kugla
Izvor: https://hr.izzi.digital/DOS/104/385.html (pristupljeno 6.6.2023.)

Slika 14. Primjer kugle u pravom Zivotu (kugla za kuglanje)
Izvor: https://ezadar.net.hr/sport/2313519/kuglanje-cetiri-susreta-cetiri-poraza/

(pristupljeno 6.6.2023)

5.2. Sfera

Sfera je jedan od fundamentalnih trodimenzionalnih geometrijskih oblika. Ona je skup svih tocaka
u prostoru koje su jednako udaljene od jedne centralne tocke. Sfera ima mnoge zanimljive i vazne
osobine te ima Siroku primjenu u matematici, fizici i inZenjeringu.

Definicija 8 : Sfera je skup svih toc¢aka u prostoru koje su jednako udaljene od jedne srediSnje
tocke koju nazivamo srediste.
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Slika 15. Sfera
Izvor: https://www.wikiwand.com/sl/Sfera (pristupljeno 05.07.2023)

Sfera i kugla su medusobno povezani pojmovi koji opisuju isti geometrijski oblik, ali koriste se
u razli¢itim kontekstima i1 perspektivama.

Sfera se odnosi na vanjsku povrsinu trodimenzionalnog oblika, a s druge strane, kugla se koristi
za opisivanje unutarnjeg prostora sfere ili samog oblika koji je ograni¢en povrSinom sfere.
Povrsina sfere je beskonac¢no glatka i ravnomjerna. Kugla je trodimenzionalni oblik koji obuhvaca
prostor unutar sfere.

Dakle, sfera i kugla se odnose na isti geometrijski oblik, ali sfera se fokusira na vanjsku povrsSinu,
dok se kugla fokusira na unutarnji prostor. Mozete zamisliti sferu kao ljusku ili povrsinu, dok je
kugla puna i zatvorena.
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5.3. Formule za sferu i kuglu

Oplosje kugle je povrsina sfere.

Oplosje je povrsina koju obuhvaca neki geometrijski oblik. Kod kugle, oplosje je povrSina koja
se nalazi na vanjskoj strani kugle i odreduje se kao koli¢ina prostora koju bi kugla zauzela da se
rastavi i rasiri u ravninu.

Oplosje kugle se izratunava pomoc¢u formule:

P = 4nr? (12)

gdje je "r" polumjer kugle, a "n" (pi) konstanta koja se priblizno iznosi 3.14159. Ova formula se
moze primijeniti za izraCunavanje oplosja kugle bilo koje veli¢ine.

Primjer 3: Izracunaj oplosje kugle koja ima polumjer 2 metra.

P = 4m(2%) = 16m m*

Ovo znaci da je oplosje kugle s polumjerom 2 metra priblizno 50.27 metara kvadratnih.
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Slika 16.Primjer Kugle sa sredistem
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-
16ae-4c3a-abbl-da720c38c54d/html/10743 Kugla.html (pristupljeno 11.5.2023)

Volumen kugle je jedna od osnovnih karakteristika koja opisuje njezinu geometriju.

Da bismo izracunali volumen kugle, koristimo formulu. Formula za volumen kugle izgleda ovako:
4 (13)

V=_mr
37TT

Gdje je V volumen kugle, © (pi) je matemati¢ka konstanta, priblizno jednaka 3.14159, a r je
polumjer kugle.

Definicija 9 : Volumen je mjera prostora koji objekt ili neki geometrijski lik zauzima.

Primjer 4: Izra¢unaj volume kugle ako joj je polumjer 5 centimetara.

4
V =—-n53
3 T
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~ 523.599cm3

Dakle, volumen kugle s polumjerom 5 cm iznosi priblizno 523.599 centimetara kubnih.

Volumen kugle je korisna veli¢ina koja se primjenjuje u mnogim podrucjima, poput matematike,
fizike, inZenjerstva, astronomije i drugih znanstvenih disciplina.

Slika 17. Kugla sa sredistem i polumjerom
Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-quest/b9455aeb-

16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/10743 Kugla.html (pristupljeno 6.6.2023.)

5.4. Sferaikugla u koordinathom sustavu

Sfera i kugla se mogu definirati i opisivati u koordinatnom sustavu koriste¢i trodimenzionalnu
geometriju.

Jednadzba sfere u koordinatnom sustavu sa srediStem u ishodistu je:
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x2 +x2 +x2 =1? (14)
Jednadzba sfere u koordinatnom sustavu u prostoru je
(0 =517 + (62 = 52)* + (x5 — s3)* =172 (15)
Gdje je S(s1, S5, S3) srediste kruznice, a r polumjer kruznice.
Jednadzba kugle u koordinatnom sustavu sa srediStem u ishodistu je:

x2 +x2 +x2 <r? (16)

Kugla se moze opisati sferom zajedno s njenim unutarnjim prostorom. Dakle, jednadzba kugle u
koordinatnom sustavu je:

(x1 = 51)% + (X2 — 52)* + (x3 — 53)* < r? (17)

Gdje je S(s1, S3, S3) srediste kruznice, a r polumjer kruznice.

Primjer 5: Provjeri je li tocka (1, 2, 3) unutar ili na rubu sfere s centrom (4, 5, 6) i radijusom 7.

1-4%24+2-52%+ B3 -6)2< 72

(—3)2+ (—-3)2 + (-3)? < 49

9+9+9 <49

27 < 49

Mozemo zakljuciti da se tocka nalazi u kugli, ali ne i na sferi.
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Koordinate toc¢aka na povrSini sfere ili kugle mogu se izracunati i koristiti u razli¢itim problemima
1 primjenama, kao $to su ra¢unalna grafika, inzenjering, modeliranje i mnogi drugi.

6. CETVERODIMENZIONALNA KUGLA | CETVERODIMENZIONALNA SFERA

6.1. Cetverodimenzionalna sfera

Definicija 10 : Cetverodimenzionalna sfera je skup svih todaka u &etverodimenzionalnom
prostoru koje su jednako udaljene od jedne sredi$nje tocke koju nazivamo srediste.

Cetverodimenzionalna sfera, poznata i kao sferska hiperravnina, predstavlja generalizaciju sfere
na Cetiri dimenzije prostora. lako je izuzetno tesko vizualizirati Cetiri dimenzije, mozemo koristiti
matematicke koncepte i alate kako bismo razumjeli svojstva ¢etverodimenzionalne sfere.

U Cetverodimenzionalnom prostoru, sfera se sastoji od svih tocaka koje su jednako udaljene od
jednog  centralnog  "hipersredista”.  Usporedno s  trodimenzionalnom  sferom,
cetverodimenzionalna sfera ima tri dimenzije povrsine i jednu dimenziju prostora.

Nazalost, zbog svoje Cetiri dimenzije, vrlo je teSko vizualizirati Cetverodimenzionalnu sferu. No,
mozemo koristiti analogije 1 matematicke koncepte kako bismo je opisali. Na primjer, moZemo
zamisliti cetverodimenzionalnu sferu kao objekt koji se krece u Cetiri dimenzije, dok je njen oblik
1 svojstva tesko pojmiti.

U matematickom smislu, cCetverodimenzionalna sfera moze se opisati kroz jednadzbu koja
generalizira trodimenzionalnu sferu
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6.2. Cetverodimenzionalna kugla

6.2.1. Definicija i karakteristike ¢etverodimenzionalne kugle

Definicija 11 : Cetverodimenzionalna kugla je skup svih to¢aka u &etverodimenzionalnom
prostoru koje su manje ili jednako udaljene od jedne srediSnje tocke koju nazivamo srediste.

Cetverodimenzionalna kugla je apstraktni geometrijski objekt koji se prostire kroz &etiri
dimenzije. Za razliku od trodimenzionalne kugle koja je ogranicena na tri dimenzije (duljina,
Sirina 1 visina), ¢etverodimenzionalna kugla se proteze kroz Cetvrtu dimenziju. Ona predstavlja
generalizaciju koncepta kugle u vie dimenzija i otvara vrata za prou¢avanje prostora izvan naseg
uobicajenog trodimenzionalnog iskustva.

Karakteristike ¢etverodimenzionalne kugle su uvelike razli¢ite od svoje trodimenzionalne verzije.
Dok se trodimenzionalna kugla moze jednostavno opisati kao skup svih tocaka jednako udaljenih
od sredista, cetverodimenzionalna kugla zahtijeva matematicke formalizacije kako bi se precizno
definirala. Jedna od karakteristika ¢etverodimenzionalne kugle je njezina simetrija u odnosu na
rotacije i transformacije u Cetiri dimenzije.

6.2.2. Matematicki model ¢etverodimenzionalne kugle

Matematicki model ¢etverodimenzionalne kugle moze se izraziti kroz algebarske 1 geometrijske
konstrukcije. Jedan pristup je koristenje vektora i koordinata u ¢etverodimenzionalnom prostoru.
Matematicki model Cetverodimenzionalne kugle moze se izraziti kroz jednadzbe koje opisuju
njezinu strukturu i oblik.

Jedna od metoda za prikazivanje Cetverodimenzionalne kugle je koriStenje projekcija na nize
dimenzije koje su nam intuitivno razumljive, poput trodimenzionalnih projekcija. Ove projekcije
mogu pomo¢i u vizualizaciji ¢etverodimenzionalne kugle i razumijevanju njezine strukture.

6.2.3. Vizualizacija ¢etverodimenzionalne kugle

Vizualizacija ¢etverodimenzionalne kugle predstavlja izazov zbog naSe ograni¢ene sposobnosti
percipiranja i vizualizacije viSe od tri dimenzije. Medutim, postoje tehnike koje nam mogu
pomoci u stvaranju reprezentacija ¢etverodimenzionalne kugle koje su intuitivnije.

Jedan pristup je koriStenje animacija koje prikazuju promjene oblika i rotacije
cetverodimenzionalne kugle kroz vrijeme. Ove animacije mogu pruziti uvid u karakteristike
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cetverodimenzionalne kugle 1 pomo¢i nam da zamislimo njezinu strukturu u naSem
trodimenzionalnom okruzenju.

Dodatno, moze se koristiti tehnika crtanja projekcija Cetverodimenzionalne kugle na
dvodimenzionalne povrsine. Ove projekcije pruzaju vizualne prikaze razlicitih presjeka i aspekata
cetverodimenzionalne kugle.

U ovom radu ¢e se prikazati ¢etverodimenzionalna kugla uz pomo¢ pythona.

"Python je programski jezik opée namjene, interpretiran i visoke razine kojeg je stvorio Guido
van Rossum 1990. godine (prva javna inacica objavljena je u februaru 1991. godine), ime dobiva
po televizijskoj seriji Monty Python’s Flying Circus." [6]

"Sta je Python i koje su osnove njegove sintakse?". SvaFizika. Pristupljeno na:
https://svafizika.org/2019/09/30/sta-je-python-i-koje-su-osnove-njegove-sintakse/  (pristupljeno
12.6.2023.)

6.3. Matematicka formula za cetverodimenzionalnu kuglu i
Cetverodimenzionalnu sferu

Jednadzba cetverodimenzionalne sfere u koordinatnom sustavu sa srediStem u ishodistu je:

X% + x5 + x5 +x2 =12 (18)

JednadZba cCetverodimenzionalne sfere u koordinatnom sustavu u &etverodimenzionalnom
prostoru je

(1 = 51)% + (X3 = 52)% + (3 — 53)% + (x4 — 54)* =717 (19)

Gdje je S (s, S, S3, S4) srediste kruznice, a r polumjer kruznice.

Primjer 6 : Provjeri je li toc¢ka (1, 2, 3, 4) unutar ili na rubu ¢etverodimenzionalne sfere s centrom
(5, 6, 7, 8) i polumjerom r = 10.

1-5%24+2-62+3—-7%+ (4 —8)? = 10?

(=% + (-49)? + (-4)? + (—4)? = 100
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16 + 16 + 16 + 16 = 100

64 + 64 = 100

128 = 100

Budu¢i da uvjet nije ispunjen, tocka (1, 2, 3, 4) se ne nalazi unutar ni na rubu
¢etverodimenzionalne sfere s centrom (5, 6, 7, 8) i radijusom 10.

Jednadzba Cetverodimenzionalne kugle u koordinatnom sustavu sa srediStem u ishodistu je:

xZ 4+ x5 + x5 +x2 <r? (20)

Slijede¢a formula predstavlja jednadzbu ¢etverodimenzionalne kugle, odnosno hipersfere, u kojoj
su S(sy, 52,53, S4) koordinate sredista kugle, r je polumjer kugle, a (x;, x5, x3, x,) su koordinate
tocke na kugli.

(1 —51)% + (X = 52)% + (3 — 53)% + (x4 — 54)* <12 (21)

Ova formula omogucava definiranje geometrijskih svojstava 1 svojstava udaljenosti u
Cetverodimenzionalnom prostoru. Primjerice, ako su a (xq, x5, X3,x4)) koordinate tocke koja
zadovoljava tu jednadZzbu, tada ta tocka pripada hipersferi s centrom u tocki S(sq,S5,53,54) |
polumjeromr.

Primjer 7: Ako su koordinate sredista kugle (s3,S5,53,54) = (1, 2, 3, 4) i polumjer (r) = 5,
mozemo provijeriti da li je tocka (x4, x5, X3, x4) = (6, 2, 3, 4) na povrsini kugle prema jednadzbi

6—-—1)2+2-22+B—-32%+ (4 —4)? <52

52 < 25
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Kako je lijeva strana jednaka desnoj strani, mozemo zakljuéiti da je tocka (6, 2, 3, 4) na povrSini
Cetverodimenzionalne kugle sa srediStem (1, 2, 3, 4) i polumjerom 5.

Jednadzba kugle omogucéava opisivanje oblika, veliCine 1 polozaja hipersfere u
cetverodimenzionalnom prostoru te se koristi u raznim matematickim i fizikalnim kontekstima.

Povrsina hipersfere: Formula za izraCunavanje povrsine hipersfere u Cetiri dimenzije je:

S = 2m2r3 (22)

Gdje je r polumjer hipersfere.

Volumen hipersfere: Volumen hipersfere u ¢etiri dimenzije izracuna se pomoc¢u formule:

1 2
V= (_)7.[21,.4- ( 3)
2
Gdje je r polumjer hipersfere.
Primjer 8:
Izracunaj volume hipersfere ako je polumjer 4 centimetra.
1
V= (E)T[244
1
V= (E)nz X 256
V =1263,31 cm*
34
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6.4. Kod

Sljedeci kod sluzi za izraCunavanje povrsine, volumena i provjere ako se odredena tocka nalazi
na ¢etverodimenzionalnoj kugli.

import math

import tkinter as tk

def calculate volume (radius) :
volume = (math.pi ** 2) * (radius ** 4) / 2

return volume

def calculate surface area(radius):
surface area = 2 * (math.pi ** 2) * (radius ** 3)

return surface area <=0

def calculate formula(x, y, z, t, a, b, ¢, d, radius):

formula result = (x - a) ** 2 + (y - b) ** 2 + (z - c) ** 2 + (t - d)
** 2 - (radius ** 2)

return formula result

Kod 1. Formule
Izvor: Autor

Kod 1 ima upis formula po Kojima ¢e program funkcionirati. Ima formulu za volumen, povrsinu
ijednadzbu za izraCunavanje da li je neka odredena tocka zaista na povrSini ¢etverodimenzionalne
kugle.

def calculate():
x = float(entry x.get () .replace("cm", ""))
y = float(entry_y.get().replace("cm", ""))
z = float(entry z.get() .replace("cm", ""))
t = float(entry t.get() .replace("cm", ""))
a = float(entry a.get() .replace("cm", ""))
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b = float(entry b.get () .replace("cm", ""))

c = float(entry c.get().replace("cm", ""))
d = float(entry d.get() .replace("cm", ""))
radius = float (entry radius.get().replace("cm", ""))

Kod 2. Upis varijabli
lzvor: Autor

Kod 2 definira funkciju koja se koristi za izra¢unavanje vrijednosti za varijable X, y, z, t, a, b, c,
d i radius. Vrijednosti se izvlaée iz unosa u grafickom sucelju.

volume calculate volume (radius)

surface area calculate surface area(radius)

formula result = calculate formula(x, y, z, t, a, b, ¢, d, radius)

Kod 3. Izracun i pohrana
Izvor: Autor

Nakon §to su upisane vrijednosti za x, y, z,t, a, b, ¢, d i radius, kod 3 izracunava volumen, povrs§inu
sfere i rezultat formule.

entry volume.configure (state="normal")
entry surface.configure (state="normal")

entry formula.configure (state="normal")

entry volume.delete (0, tk.END)
entry surface.delete (0, tk.END)
entry formula.delete (0, tk.END)
entry volume.insert (tk.END, str(volume) + " cm")

entry surface.insert (tk.END, str(surface area) + " cm")
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entry formula.insert (tk.END, str(formula result))

entry volume.configure (state="readonly")
entry surface.configure(state="readonly")

entry formula.configure(state="readonly")

Kod 4. Unosna polja
Izvor: Autor

Kod 4 prilagodava unosna polja kako bi prikazala izraGunate vrijednosti volumena, povrsine i
rezultata formule te onemogucuje daljnje uredivanje tih polja.

root = tk.Tk{()
root.title ("Cetverodimenzionalna kugla")

root.geometry ("500x300")

frame text = tk.Frame (root)

frame text.pack (pady=10)

Kod 5. Graficko sucelje
Izvor: Autor

Kod 5 postavlja temelje za graficko sucelje aplikacije stvara glavni prozor i okvir koji ¢e
sadrzavati tekstualne elemente.

label textl = tk.Label (frame text, text="x, y, z, t su koordinate
tocke na kugli")

label textl.pack()

label text2 = tk.Label (frame text, text="a, b, ¢, d su koordinate
centra kugle™)

label text2.pack()
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label text3 = tk.Label (frame text, text="jednadzba za
cetverodimenzionalnu sferu opisuje skup tocaka u cetverodimenzionalnom
prostoru cije su udaljenosti od sredisa kugle (a, b, ¢, d) jednake
radijusu (xr).")

label text3.pack()

Kod 6. Tekst za objasnjavanje
Izvor: Autor

Kod 6 dodaje tekstualne oznake unutar okvira koje objasnjavaju koordinate to¢ke na kugli,
koordinate centra kugle i jednadzbu za ¢etverodimenzionalnu sferu.

frame params = tk.Frame (root)

frame params.pack (pady=10)

label params = ["x (cm):", "y (cm):", "z (cm):", "t (cm):", "a (cm):"
"b (cm):", "c (cm):", "d (cm):", "Radijus (cm) :"]

4

entries params = []

Kod 7. Dodavanje “cm”
Izvor: Autor

Kod 7 priprema okvir za unosna polja i definira oznake koje ¢e se prikazati uz ta polja.

for i, label text in enumerate (label params) :
label = tk.Label (frame params, text=label text)
label.grid(row=i, column=0, padx=5, pady=5)
entry = tk.Entry(frame params)
entry.grid(row=i, column=1, padx=5, pady=5)

entries params.append (entry)

Kod 8. Oznake i unosna polja
Izvor: Autor
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Kod 8 stvara oznake i unosna polja za svaku koordinatu i radijus unutar okvira i dodaje unosna

polja u listu radi daljnje upotrebe.

entry x, entry y, entry z, entry t, entry a, entry b, entry c,
entry d, entry radius = entries params

button calculate = tk.Button(root, text="Izracunaj",
command=calculate)

button calculate.pack(pady=10)

frame results = tk.Frame (root)

frame results.pack()

Kod 9. Stvaranje gumba
Izvor: Autor

Kod 9 stvara gumb za izraCunavanje, definira varijable za pristup unesenim vrijednostima i
stvara okvir za prikaz rezultata izracuna.

label volume = tk.Label (frame results, text="Volumen:")

label volume.grid(row=0, column=0, padx=5, pady=5)

entry volume = tk.Entry(frame results, state="readonly")

entry volume.grid(row=0, column=1l, padx=5, pady=5)

label surface = tk.Label (frame results, text="Povrsina:")

label surface.grid(row=0, column=2, padx=5, pady=5)

entry surface = tk.Entry(frame results, state="readonly")

entry surface.grid(row=0, column=3, padx=5, pady=5)
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label formula = tk.Label (frame results, text="jednadzba za
cetverodimenzionalnu sferu:")

label formula.grid(row=0, column=4, padx=5, pady=5)

entry formula = tk.Entry(frame results, state="readonly")

entry formula.grid(row=0, column=5, padx=5, pady=5)

root.mainloop ()

kod 10. Stvaranje okvira za rezultate
Izvor: Autor

Kod 10. Stvara odredene okvira u Kojima se upisuje rezultat jednadzbi i onemoguéuje uredivanje
toga rezultata.

X, ¥, Z, t su koordinate tocke na kugli
a, b, ¢, d su koordinate centra kugle

jednadzba za cetverodimenzionalnu sferu opisuje skup tocaka u cetverodimenzionalnom prostoru cije su udaljenosti od sredisa kugle (a, b, ¢, d) jednake radijusu (r).

x (em): 3
y (em): 2
z (cm): 3
t(cm): 4
a(em): 1
b (cm): 2
c(cm): 3
d (em): 4

Radijus (cm): |5

lzracunaj

Volumen: |3084.251375340424 cm  Povrsina: | 2467.4011002723396 cn jednadzba za cetverodimenzionalnu sferu: 0.0

Slika 18. Rezultat koda (Graficko sucelje)
Izvor : Autor
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7. ZAKUUCAK

Cetverodimenzionalna kugla je apstraktan koncept koji postoji u &etverodimenzionalnom
prostoru. Iako je tesko vizualizirati takvu kuglu u naSem trodimenzionalnom svijetu, njezina
analiza pomaze u razumijevanju slozenijih koncepta i modeliranju prostora u vi§im dimenzijama.
Cetverodimenzionalna kugla se koristi u matemati¢kim istrazivanjima i teorijama kako bi se bolje
razumjela Cetverodimenzionalna geometrija. Koordinatni sustav omogucuje opisivanje polozaja
toc¢aka u razlicitim prostornim dimenzijama. Kartezijev koordinatni sustav je osnova za analiti¢ku
geometriju, koja omogucuje matematicko opisivanje geometrijskih objekata 1 primjenu
matematickih operacija na njih. U trodimenzionalnom prostoru koristimo koordinatni sustav s tri
osi (X, y, z), dok se u Cetverodimenzionalnom prostoru dodaje cetvrta os. Udaljenost izmedu
toCaka moze se izracunati pomocu razlicitih formula, ovisno o broju dimenzija u prostoru. U
dvodimenzionalnom prostoru koristimo Pitagorin poucak, a u ¢etverodimenzionalnom prostoru
koristimo Minkowskogov prostor i interval izmedu tocaka. Kruznica je jedan od osnovnih
geometrijskih oblika koja se koristi u matematici. Ona se definira kao skup tocaka koje su jednako
udaljene od sredista. Kruznica ima mnogo svojstava i matematickih formula koje se koriste u
razli¢itim disciplinama. Krug je jako sli¢an kruznici i po svojim formulama i obliku ali i dalje ima
malih razlika. Pricali smo joS i o kugli i sferi koje takoder imaju puno zajednic¢kih formula i
pomazu nam s razumijevanjem trodimenzionalnog prostora. Sve ove matematicke 1 geometrijske
koncepte koriste matematiCari, znanstvenici i inzenjeri u raznim podru¢jima istrazivanja i
primjene, kao §to su fizika, ratunalna grafika, teorija relativnosti i mnogi drugi. Uz pomo¢ ovih
koncepta mozZemo bolje razumjeti geometriju u viSim dimenzijama i primijeniti ih u proucavanju
1 analizi prostora, kao i u raznim prakti¢nim situacijama.
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